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考虑影响区真实形状的竖向排水井地基固结解 
谢康和，余  坤，童  磊，王  坤 

（浙江大学 岩土工程研究所，杭州 310058） 
 

摘  要：针对现有竖向排水井地基固结解析理论对影响区一律采用圆形等效假定的缺陷，研究了影响区真实形状为正六边形

的按梅花形布置的竖向排水井地基的固结问题。通过建立新固结方程和引入新的边界条件，并考虑土体水平渗透系数变化，

得到了相应的解析解。对于土体水平渗透系数的 3 种变化模式，分别给出了各种模式下的特殊解。在此基础上，分析了 3 种

模式下 3 个主要的无量纲参数对地基固结性状的影响，并比较了计算结果和现有理论结果。分析结果表明，影响区和涂抹扰

动区范围越大，固结越慢；土体的最大与最小水平渗透系数之比越小，固结越快；在相同条件下，考虑扰动区渗透系数线性

变化的模式 2 固结最快，而假定扰动区渗透系数不变的模式 1 的解与现有理论解相当接近，验证了现有竖向排水井地基固结

解析理论中对影响区采用圆形等效假定的合理性。 
关  键  词：竖向排水井；固结；正六边形影响区；水平渗透系数 
中图分类号：TU 431          文献标识码：A 
 
 

Analytical solution for consolidation by vertical drains considering 
actual shape of influence zone 

 
XIE Kang-he,  YU Kun,  TONG Lei,  WANG Kun 

(Institute of Geotechnical Engineering, Zhejiang University, Hangzhou 310058, China) 
 

Abstract: In view of the shortcomings that the influence zone of vertical drain is always assumed to be a circle in the existing 
analytical consolidation theories for vertical drains; the consolidation by vertical drains installed in a regular triangle pattern with a 
regular hexagon shape of influence zone was studied. By establishing new consolidation equation and introducing new boundary 
conditions, the general analytical solutions accounting for variation of soil horizontal permeability coefficient were derived. Then, 
according to three types of variation patterns of the horizontal permeability, the corresponding solutions were obtained. Furthermore, 
the influences of three main dimensionless parameters on the consolidation behavior were analyzed, and the obtained solutions were 
compared with the existing ones. The results show that the greater the size of influence zone or disturbed smear zone is, the slower 
the consolidation is; the less the ratio of the maximum to the minimum horizontal permeability coefficient of soil is, the faster the 
consolidation is; under the same conditions, the consolidation of pattern two considering a linearly changed permeability coefficient 
within the disturbed zone is the fastest and the solutions of pattern one considering a constant permeability coefficient within the 
disturbed zone are very close to the existing analytical ones, which indicated that the assumption that the influence zone of vertical 
drain is a circle adopted in the existing theories is reasonable. 
Key words: vertical drains; consolidation; influence zone of regular hexagon; horizontal permeability coefficient 
 

1  引  言 

设置竖向排水井（包括砂井、袋装砂井、塑料

排水带等，以下统称砂井）是软土地基处理的一种

重要方法。等应变条件下的砂井地基固结解析理论，

由于其简便实用，仍然是目前指导砂井地基设计的

主要理论基础。然而，现有的解析理论如 Hansbo[1]，

谢康和[2－3]、ZENG[4]、WANG[5]、TANG[6－8]等都建

立在将砂井原真实拥有的多边形影响区简化为等面

积圆形的基础上，并且认为扰动涂抹区土体的水平

渗透系数为一常数，而其余土体未扰动。但在实际

工程中，整个影响区的土体都受到施工扰动的影响，
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其渗透性呈现连续变化，同时现有理论并未研究过

对影响区进行简化所引起的误差。鉴于此，本文以

梅花形（即正三角形）布置的砂井地基为例，研究

考虑影响区真实形状和土体水平渗透系数变化的砂

井地基固结问题，并与现有理论作对比分析。 

2  固结方程推导 

图 1 为考虑影响区土体水平渗透系数连续变化

的梅花形布置砂井地基简化模型，图中H 为地基软

土层厚度； wr 、 sr 分别为砂井和强涂抹区半径； wk
为井料的渗透系数； vk 为地基原状土竖向渗透系

数； h ( )k r 为影响区内土体的水平向渗透系数； 0p 为

均布荷载； z 为竖向坐标；地基顶面排水。 

 

 

图 1  砂井地基简化模型 
Fig.1  Simplified model of a soil-drain system 

 

2.1  基本假定 
本文作如下主要假定：①等应变条件成立；   

②土中水的渗流服从 Darcy 定律；③砂井打穿软黏

土层，砂井内孔隙水压力沿径向不变，任一深度处

流入砂井的水量等于从砂井中流出水的增量；④荷

载一次瞬时施加，在地基中引起的初始孔压沿深度

均匀分布；⑤根据受施工扰动程度不同，将砂井影

响区划分为强涂抹区和弱涂抹区，其土体水平向渗

透系数连续变化。 
2.2  固结基本方程推导 

由于砂井按梅花形布置（设间距为 S），故砂井

的真实影响区是边长为 S/2 的正六边形, 其内切圆

直径为 2 el , 如图 2 所示。将砂井和强涂抹区的横截

面等效为正六边形，建立坐标系，根据面积等效原

则，有 

w s
w w s

2

π ;  
1.05 1.053

r rl r l         （1） 

式中： wl 、 sl 分别为等效后的砂井和强涂抹区的内

切圆半径。 
图 3 为砂井影响区内（包括强涂抹区 w sl y l≤ ≤

和弱涂抹区 s el y l≤ ≤ ）土体的水平向渗透系数

h ( )k y 沿 y 轴的变化模型。假定其具有如下形式： 

h s( ) ( )k y k f y             （2） 

式中： sk 为强涂抹区内边缘处（ wy l ）土体的水

平渗透系数； hk 为弱涂抹区外边缘处（ ey l ）土

体的水平渗透系数； ( )f y 为描述 h ( )k y 随 y 轴连续

变化的函数，其值随着离砂井中心距离的增大从 1
增大到 h s/k k 。 

 

 
图 2  砂井横截面计算简图 

Fig.2  Cross-section of a soil-drain system 
 

 
图 3  土体水平渗透系数变化模型 

Fig.3  Representation of variation of horizontal 
permeability coefficient in the soil 

 
取图 2 中填充部分为研究对象，则横截面为

ABCD、厚度为dz 的土体单元（根据对称性可知，

AD、DC、CB 面均为不透水面）在dt 时间内流出的

水量d ( )Q y 为 

2 22 
s v e3

2 0
w w

( )d ( ) d d d
2 3

yk f y k l yu uQ y x z t
y z 

  
     

  

（3） 
式中： ( , )u u x y 为地基土体的超静孔压（以下简

称孔压）；u 为土中任一深度的平均孔压； w 为水

的重度。 
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该土体单元的体积变化dV 为 
2 2

e vd d d
2 3

l yV z t
t
 




         （4） 

根据d dQ V 和等应变假定，有 
v

s

1 u
t E t
 

 
 

            （5） 

2 2 2 
s e v v3

2 0
w w

( )
d

2 3

yk f y l y ku ux
y tz


 

   
    

  （6） 

式中： v 为土体任一深度的体积应变。 
井周土体与砂井之间的流量连续方程为 

w

2 
2s w w3

w 2 0
w w

( )
12d d 2 3 d

y

y l

k f y k uuz x l z
y z 




     

（7） 

即     
w

2  
w s 3

2 2  0
ww

( )2 3 d
y

y l
u k f y u x

k yz l 
 

 
     （8） 

式中： wu 为砂井内任一深度的孔压。 
将式（6）代入式（8），可得 

2 2
2w w v v

2 2
w w

( 1)
u k un

k tz z
 


  

      
   （9） 

式中： e w e w/ 1.05 /n l l l r  。 
式（5）～（9）即为考虑影响区真实形状和土体

水平渗透系数变化的砂井地基固结基本方程。与其

相应的新的边界条件和初始条件如下： 

①

e

0
y l

u
y 





 

② 0z  时， w 0u  ； 0u   

③ z H 时， w 0
u
z





； 0u

z





         （10） 

④ wy l 时， wu u  

⑤ 0t  时， 0 0u u p   

3  方程求解 

3.1  控制方程推导 

令 x y ，并引入
2

v v
2

w

k uq
t z



 

 
 

（可见 q与

y 无关），则式（6）转化为 

2 2 
s e3

 0
w

( ) ( , ) d( )
2 3

yk f y l yu y y y q
y








   （11） 

即 
2 23 w e3

 0
s

( ) ( , )d
2 3

l yyf y u y y q
y k


 

  
   

   （12） 

又令
3 

3
 0 ( , )d ( )u y y g y   ，则 

2
w e

s

( )
2 3 ( )

q lg y y
y yk f y

  
  

  
     （13） 

由求解条件④，有 

w

3
3

w w0

3( ) ( , )d
3y lg l u y y u        （14） 

对式（13）两边关于 y 积分，可得 

2w
0 e 0 w

s

3( ) [ ( ) ( )]
32 3

qg y A y l B y u
k


      （15） 

式中： 

w w

  
0 0  

1( ) d  ;  ( ) d
( ) ( )

y y
l lA y B y

f f


 
  

     （16） 

则平均孔压u 可表示为 

e

w

e

w

  3
2 2   0

e w

 
2 2  

e w

2w
1 e 1 w2 2

s e w

2 3 ( , )d d

2 3 ( )d

[ ]
( )

y
l

l

l

l

u u x y x y
l l

yg y y
l l

q A l B u
k l l



 





 


 

     （17） 

式中： 
e e

w w

  
1 0 1 0  ( )d  ;  ( )dl l

l lA yA y y B yB y y      （18） 

根据式（17）可得 q的表达式： 
2 2

s w e w
2

w 1 e 1

( )( )
( )

k u u l lq
Al B

 



       （19） 

将式（19）分别联立式（5）和式（9），可得 

2 2 2
s e w v

w2 2
w 1 e 1 s w

( ) 1( )   
( )

k l l ku uu u
A l B E t z 

  
  

  
 （20） 

2 2 2 2 2
s e w w w w

w2 2
w 1 e 1 w

( )
( ) 0

( )
k l l k l uu u

A l B z 
 

  
 

  （21） 

联立式（20）和式（21），可得到关于砂井孔压

wu 的控制方程： 

4 3 2
w w w w

v 4 2 2 0
u u u uC A B

tz z t z
   

   
   

  （22） 
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式中： 
2

2vh h
2 2

we w e

2 2 ( 1)
1 ( 1)  ;  

kC k nA n B
kl F k Fl

  
    

 
 （23） 

令 F 的表达式为 
2

h 1 e 1
4 2 2

s w

2 ( )
( 1)

k A l BF
k l n n





         （24） 

根据式（21）和边界条件②、③，可得边界条

件： 
2

w
2

3
w
3

0 , 0

 , 0 

uz
z
uz H
z


  


    

时  

时  

        （25） 

3.2  求解方程 
采用分离变量法[9－11]求解式（22），假定： 

w ( , ) ( ) ( )u z t Z z T t           （26） 

将式（26）代入式（22），可得 

(4)
vC Z AZ T

Z BZ T


 
  

 
        （27） 

式中： 0  ，且  有无穷多个值（记为 m ， 1,m   
2,  ），因此，Z 、T 也有无穷多个值（记为 mZ ，

mT ）。进一步整理后可得常微分方程： 

(4)
v ( ) 0  

0
m m m m m

m m m

C Z A Z B Z

T T

 



    


   
   （28） 

作以下代换： 

v v( ) /  ;  /m mA C B C            （29） 

明显可见， 0  ，则式（28）第 1 式的特征方

程为 
4 2 0x x               （30） 

方程（30）的解可以表示为 

2
2
1

2
2
2

4
0

2
4

0 
2

x

x

  

  

  
 


  

  

       （31） 

式（31）说明常微分方程（28）第 1 式有 4 个

特征根，分别为两个相反的实根和两个共轭复数根，

即 1x x  ， 2ix x  ，其中 1x 、 2 0x  ，且 1 2x x 。

所以该方程的通解为 

2 2

1 1

( ) sin( ) cos( )
sinh( ) cosh( )

m m m

m m

Z z a x z b x z
c x z d x z

  


    （32） 

同时，由式（28）第 2 式可得 

( ) e mt
m mT t a              （33） 

将式（32）、（33）代入式（26），得 

w 2 2
1

1 1

[ sin( ) cos( )

sinh( ) cosh( )]e m

m m m
m

t
m m

u a a x z b x z

c x z d x z 







  


  （34） 

利用边界条件式（25）可得 

20 ;  m m m
Mb c d x
H

           （35） 

式中：
2 1π

2
mM 

 ， 1,  2,  m  。 

故有 

( ) sin z
m m

MZ z a
H

   
 

         （36） 

将其代入式（27），可得 
22

h e
v 2

2 /
m

C lMC
F DH

  


        （37） 

式中： 
22

h
2 2

w w

8 1  ;  
2

kn HD G G
k lM n

 
   

 
    （38） 

故式（34）可转变为 

w w
1

sin e mtz
m

m

Mu A
H








   
 

        （39） 

将式（39）代入式（21），可得 

1
sin e mtz

m
m

Mu A
H








   
 

         （40） 

式中： 

w 1m m
FA A
D

    
           （41） 

根据三角函数的正交性和初始条件⑤： 0t 
时， 0 0u u p  ，可得： 02 /mA u M 。 

因此，满足控制方程及其求解条件的解为 

w 0
1

0
1

2 sin e  

2 sin e

m

m

t

m

t

m

D Mzu u
F D M H

Mzu u
M H















       


       




  （42） 

砂井地基中任一深度 z 处的固结度U 和地基平

均总固结度U 分别为 

00

 
2 0

0

21 1 sin e  

1 2d 1 e

m

m

t

m

H t

m

u MzU
u M H

U U z
H M















         


         




   （43） 
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4  F 的求解 

图 4 为影响区土体水平渗透系数的 3 种特殊变

化模式。模式 1 即是现有砂井地基固结理论最常用

的假设，认为强涂抹区土体水平渗透系数为定值

sk ，弱涂抹区为定值 hk （现有理论认为其未受扰

动）。模式 2 认为，强涂抹区土体水平渗透系数随 y
的增大而线性增大，而弱涂抹区保持不变，此时比

较符合一般工程实际情况。模式 3 认为，整个影响

区土体的水平渗透系数均随 y 的增大而线性增大，

此时对应于实际施工时土体扰动较大的情况。3 种

模式固结解的差别主要是通过式（24）所表示的 F
来体现的。 

 

   
(a) 模式 1                       (b) 模式 2 

 

 
   (c) 模式 3 

图 4  影响区土体水平渗透系数的 3 种特殊变化模式 
Fig.4  Three specific variation patterns of horizontal 

permeability coefficient in influence zone 
 
4.1  模式 1 的解 

如图 4(a)所示，此时 ( )f y 的表达式为 

w s

s e

1 , ( )
( )

 , ( )
l y l

f y
l y l


  

≤ ≤

≤
       （44） 

式中： h s/k k  。 
逐步积分，可求得F 的解为 

2 2
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4 1 1
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4 1 4
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           

 （45） 

式中： s w s w/ /s l l r r  。 
4.2  模式 2 的解 

如图 4(b)所示，此时 ( )f y 的表达式为 

w s
w

s e

1 , ( )
1 1( )

, ( )

s y l y l
s s lf y

l y l

 


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  （46） 

同理，可得 
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 （47） 

4.3  模式 3 的解 
如图 4(c)所示，此时 ( )f y 的表达式为 

w e
w

1( ) , ( )
1 1

n yf y l y l
n n l

  
 

 
≤ ≤   （48） 

同时，模式 3 是模式 2 当 s el l 时的特例，故而

也可以在 s n 时对式（47）求解，得到 
2
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  （49） 

可见， F 的表达式与 s无关，说明此时涂抹比

的大小对地基固结速率没有影响。 

5  固结性状分析 

由本文求解结果可见，影响区土体水平渗透系

数变化模式不同时，考虑影响区真实形状的砂井地

基固结解答的差别在于 F 的不同，而F 的表达式仅

仅与无量纲参数 n、s、 等有关。本节即研究这 3
个参数对砂井地基固结性状的影响（图 5～7，图中

横坐标 vT 为竖向时间因子）。 
图 5 为 wr 不变而 n分别取 10、50 时 3 种模式

的地基平均总固结度U 随时间的变化曲线。由图可

以看出， n越小（即影响区范围越小或砂井间距越

小），地基固结越快，但 3 种模式间固结速率的差异

越大。固结速率排序是：模式 2模式 1 模式 3。 
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图 5  n 对总固结度的影响 

Fig.5  Influence of n on overall consolidation degree 

 
s反映了强涂抹区的范围，从图 6 可以看出，s

越大，模式 1 和模式 2 的地基固结都越慢，但模式

3 不受影响。当 2s  时，各模式的地基固结速率大

小排序为：模式 2模式 1 模式 3；当 s  5 时，

其变为：模式 2模式 3 模式 1。 

h s/k k  反映了土体受扰动的程度，由图 7 可

以看出， 越小，即扰动越小，地基固结越快，且

3 种模式间固结速率的差异越小，其排序为：模式

2 模式 1模式 3。 

 

 
图 6  s 对总固结度的影响 

Fig.6  Influence of s on overall consolidation degree 
 

 
图 7   对总固结度的影响 

Fig.7  Influence of  on overall consolidation degree 

为研究本文解与现有理论的差别，本节还对几

种不同方法的结果进行了对比分析，如图 8 所示。

由图可以看出，文献[4]的解介乎本文模式 1 和模式

3 的解之间，且三者相当接近，误差皆在实际工程

允许的范围之内。由于文献[4]和模式 1 采用相同的

土体渗透性假定，两者的误差即反映了影响区真实

形状这一因素对固结的影响，这表明对梅花形布置

的砂井地基，现有固结解析理论[1－8]中将砂井正六

边形影响区等效为圆形的假定是可取的。从图 8 还

可以看出，在相同条件下，本文模式 2 的地基固结

最快，即认为扰动区土体水平渗透系数连续变化比

不考虑这一点的地基固结快，而模式 3 最慢，即一般

当整个影响区土体都受到扰动时地基固结最慢。 

 

 
图 8  不同方法的固结度的比较 

Fig.8  Comparison of consolidation degrees obtained  
from different methods 

6  结  论 

（1）针对现有竖向排水井地基固结理论对影响

区采用圆形等效假定的缺陷，本文以正三角形布置

的砂井地基为例，研究了考虑影响区真实形状和土

体水平渗透系数变化的砂井地基固结问题，得到了

满足初始和边界条件的普遍解析解。 
（2）根据实际工程中可能出现的 3 种影响区土

体水平渗透系数变化模式，分别得到各模式下的

解，其差别在于 F 的表达式不同，而F 仅与无量纲

参数 n、 s、 等有关。 
（3）分析结果表明，参数 n、 s 、 越大，各

模式下地基固结都越慢，模式间固结速率的差异随

着 的减小而减小，随着 n和 s的减小而增大。 
（4）在相同条件下，本文模式 2 的地基固结最

快；现有理论解和模式 1 的解相当接近，误差在实

际工程允许的范围之内，验证了现有砂井地基固结

解析理论中对影响区采用圆形等效假定的合理性。 
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